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二维正交的多加细函数和多小波滤波器
`
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摘要 基于两种不同伸缩矩阵的二维正交小波滤波器
,

给 出两类二 维正 交的多小波滤波器 的显

式构造算法
,

从而构造出相应的二维正交的多加细 函数
.

最后给出正 交多小波滤波器 的构造算例
.

关键词 加细函数 多加细函数 小波 多小波 滤波器

1 基本概念

设 创 X )是加细函数
,

它满足如下加细方程

价( x ) =

习户
。

价(袱
一 。 )

, 。
任 罗

,

x 任 淤
,

( 1 )

其中 M 是伸缩矩阵
,

}P
。

}为加细面具
.

定义 尸 ( 。 ) =

d e t ( M
一 ` ) 艺

_

p
o e 一 `a

’ “ , 。 = [ 。
1 , 。 2

] 是 加细面
“ 〔犷

_

具 {P
。

}的两尺度序列的符号
,

de (t A )表示矩阵 A

的行列式
.

为了简便
,

记一个 函数生成 的多分辨 分析为
u 一

M R A
,

多个函数生成的多分辨分析为 m
一

M R A
.

设

衅 是单个函数生成的多分辨分析
.

若子空间序列

{衅 }形成正交的多分辨分析 ( u
一

M R A )
,

则称 创 X )

为二维正交的尺度函数
.

设 de t( M ) = 。 ,

则 由小波分析理论可知 〔̀ 一 ” 〕
,

类似地
,

定义序列 }叽 }的两尺度序号为 Q
`

( 。 ) =

d e t ( M
一 ` ) 艺

_

。乙e
一 ` a

’ “ .

“ 〔犷
_ _

_

设 。 ( X ) = (协1 ,

价2 ,

…
,

协
r

) T 是
:
重 多尺度

函数 (笋1 ( x )
,

笋2 ( x )
,

…
,

势
:

( x ) 任 乙 2 (澎 ) )
,

满

足如下的两尺度方程
:

称
r x

A ( 。 )

。 ( X ) =

习 A
。

。 (
XM

一 。 )
,

X 任 澎
,

( 3 )
。 `犷

: 矩 阵序列 IA
。

}为两尺 度矩 阵序列
.

定义

一 “ ·“ M
一 ` ’

。

豁
A二

必
’ “

称为矩 阵序列 IA
。

}

存在
a 一 1 个小波函数 少 ( X )

,

i =

即存在
。 一 1个序列 }叽 }。 ` 留 有

·

” , a 一 1

的两尺度矩阵符号
.

由文献【4 一 6] 知
,

当 中 ( X )是

正交的多尺度函数
,

则它可 生成一个
r

重正交的多

分辨分析 ( m
一

M R A ) {理 }
.

因此存在
。 一 1 个正交

向量 函数 少 ( x ) 二 (叭
,

姚
,

…
,

沪李) T
,

好任 L Z

( R Z )
,

z = 1
,

2
,

…
, : ; i = 1

,

2
,

…
, a 一 1 构成

一个多 小波
.

从 而存在
a 一 1 个

r x r

矩 阵序 列

{B洲
。
任犷有

少(X)
一

习 。洲Mx
一 。 )

,

。 任犷

1
,

2
,

1
,

2
, 二

· , a 一 1
少` ( x ) 一 艺 B乙必 (袱

一 a )
。 ` 犷

( 4 )

(2 ) 定 义 矩 阵 序 列 ! B到 的 两 尺 度 符 号 为 甘 ( 。 ) -
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一
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d · t( M
一

”
。

暴
” 乙一 `“ “

·

满足方程 ( 3 )的函数存在性及这个函数为正交

的多尺度函数的条件有多人对此进行 了研究 [ 7 一 ’ ”了
.

但通常采用迭代方法
,

即构成一个无穷乘积 毋( 。 ) =

( IT A ( d e t ( M
一 ,

) 。 ) )必( o )的形式
,

如果这个 无穷
少 = l

矩阵乘积 ( IT A ( de t( M
一 ,

) 。 )收敛
,

则可以定义一个
J = l

加细函数 中 ( 。 )
.

2 伸缩矩阵 M
= 2 1 的正交多小波滤波器的

构造

本节讨论 由伸缩矩阵 M = 21 的二维 正交小波

滤波器构造二重正交多小波滤波器的方法
,

包括低

通和高通滤波器的构造
.

为了讨论的方便
,

引入记

号
: 二。 = ( 0

,

0 )
, 二 1 = ( 二

,

0 )
, 二 : = ( 0

, 二 )
, 二 3 =

( 7r
,

动 ; 并用 A
’

表示矩阵 A 的共扼转置
.

2
.

1 二重正交低通多小波滤波器

为了讨论的方便
,

设两尺度矩阵符号具有的形

厂H ( 。 ) 0 ]
式为 A “ , 一

城二i 乡
(。 )」

,

由文献 〔 , 〕的结论

可以推出
,

如果它对应于一个 2 重正交的低通 多小

波滤波器
,

则它必须满足
:

下面给出构造 A ( 。 )的方法
,

即给出构造 H ( 。 )
,

G ( 。 )
,

F ( 。 )的方法
.

引理 i 设 : ( 。 )
,

人 ( 。 )满足条件
:

( 1 ) 均以 二

为周期函数
,

即 s ( 。 + 鸡 ) = s ( 。 + 二。 )
,

h ( 。 + 鸡 ) =

h ( 。 + 吻 )
,

j = 1
,

2
,

3 ; ( 2 ) I
、 ( 。 ) 1

2 + l入 ( 。 ) 12 =

1 ; ( 3 ) : ( 。 )人 ( 。 )尹 0
,

则 }: ( 。 ) } ( 1
,

{人 ( 。 ) } (

1
.

设 尹 ( X )
,

i 二 1
,

2 是两个伸缩矩阵为 M = 21

的二维正交尺度函数
,

护
是 ( x )

,

k 二 1
,

2
,

3 ; i 二

1
,

2 为分别对应 的正交小波
,

夕( 。 )
,

砂
乏 ( 。 )

,

k

= 1
,

2
,

3 ; i = l
,

2 分别为 协` ( x )
,

沪`
,

走 ( x )对应

的两尺度符号
,

定义一个下三角矩阵

A ( 。
一

「对
`
T
’ 1

.

1 ,

“ 百 气田 ) q 、 田
h (

、 , , 、

1
·

`7 ,

田 ) P
一
气田 ]

曰

定理 1 设
: (。 )

,

h ( 。 )为满足引理 1 条件的

两个 函 数
,

A ( 。 ) 为 ( 7) 式 定 义 的三 角矩 阵
,

则

A ( 。 )定 义 一个 二重 正交 的低通 小 波滤 波 器
,

即

A ( 。 )满足 ( 5 )式
.

证明 因为 p ` ( 。 )
,

尹
,

` ( 。 )分别为正交尺度函

数 笋
` ( x )和对应的正交小波 沪’

,

` ( x )的两尺度符号
,

尸 (司是另一个正交尺度函数 尸 ( x )所对应的两尺度

习 A ( 。 + 鸡 ) A ( 。 + 鸡 )
’
一 , 2

,

( 5 )

符号
,

根据文献 LS
,

6] 知
,

。 + 鸡 )户` ( 。 +
P

3万=1
有

q

3艺=l
P

3

艺司
一一鸡 ) 。 + 二、 ) 。 1

,

1 ( 。 + 鸡 )
补
= o

,

( 。 + 鸡 ) 。 `
,

` ( 。 + 鸡 )
’
一 1

,

、 `
,

` ( 。 + 叱 ) 。 ’
,

` ( 。
3名=l等价的有下列等式成立

:

P

3艺司

艺 } H ( 。 + 鸡 )l ’ = 1,
+ 叱 )

`

又由于

= 0 ( i祥 1 )
, 2 ( 。 + 鸡 )户2 ( 。 + 二 ,

)
`
= 1

·

全
H ( 。

` ( 。 )
,

h ( 。 )是 以
7r
的周期函数

,

且 满足

+ 鸡 ) G ( 。 + 玛 ) = o
, : ( 。 )l

2

+l h ( 。 )l “ = 1
,

运用矩阵乘法可以得到

艺〔 } (G
。 +
动 }’ +I (F 。 十

动 }’ 〕 -
1

.

( 6 )

3

周A (田 + : ) A ( ` + 鸡 )
’

-险
L艺

l户
, (。 + 玛 ) }

2

s ( 。 + 鸡 )户` ( 。 + 鸡 )
’ 、 ’

,

` ( 。 + 凡 )

,

戳
, (` + 鸡 )

’

p ` (` + 鸡 ) 。 `
,

` ( 。 + : )
`

u ( 。 + 鸡 ) 」
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其中 U (田 + 、 )一只 [ }
, (田 十 : ) l

’
l。 ” ` ( 田 十 二 ) 1

2

+ lh ( 。 + 鸡 ) I
’ {户2 ( 。 + 妈 ) 1

2
]

.

…户
` (。 + 鸡 )…

2

s (。 + 鸡 )
’

户` (。 + 鸡 ) 。 ,
,

` ( 。 + 鸡 )
`
= 0

.

下面

2
.

2 二重正交高通多小波滤波器

上面讨论 了三角矩 阵符号 A ( 。 )生成重数为 2

的正交低通多小波滤波器的构造方法
.

下面在此基

础上给出对应 A ( 。 )生成的二重正交多小波滤波器

的显示构造算法
.

设入 = [ A ( 。 + 二。 )
,

A ( 。 + 二 1 )
,

A ( 。 + 二2 )
,

A ( 。 + 二 3 ) ]
,

召、 = 〔B ` ( a, + 二。 )
,

B ` ( 。 + 二 1 )
,

B `

( 。 + 二 2 )
,

B ` ( 。 + 二 3 ) ]
,

i = 1
,

2
,

3
,

构造矩 阵 丑 h

( 。 ) ( k = 1
,

2
,

3
,

)和 M ( 。 )分别为

3名=j1
一一

ǐ !..IJ

、 .夕

田
了.、 、,ù

3

说明 U ( ` + 鸡 ) 一 `
·

事实上 U (田 十 二 ) 一
,

戳 〔} , ( `

+ 7r , ) 12 1 、 `
,

’ ( 。 + 凡 ) l ’ +
{、 (

。 + 二

川
’

1,
2 (田 + 二 , 1

2」一
(田 ) .’

,

氢
〔 . 。 `

,

` ( 田 + 二 ) ,’ 」

+ 、̀ (田 ) ,
’

自
。 . , 2 (山 + 二 ) }

2〕 一 !
` (田 )一 +

} h (。 ) 1
2 = 1

.

这意味着 A (。 )满足 (5 )式
.

定理 Z A (。 )是 ( 7) 式定义的下三角矩 阵
,

则

矩阵 A ( 0) 有两个特征值
,

其中一个等于 1
,

另一个

特征值为 h ( 0)
,

其绝对值小于 1
.

证明 由于 A ( 0) =

。 、 ( 。 ) 一

[:
( 。 ) 。 ,

,

* ( 。 。
竺

’
·

k ( 。 )

: ( 。 ) P

M ( 。 ) = [只
T 召不 召歹 召丁〕

T
.

( s )

「
” “ 0 ’

、 , _ .

` s ( 0 ) a
` ’ `

( 0 )

0

入( o )户2 ( o )

0

h ( 0 )
所 以

,

11

0
尸l|||L

一一

一l||||目

A ( 0) 的两个特征值
,

一个等于 1
,

另一个特征值为

h ( 0)
,

再 由引理 1 知
,

l h ( 0) }< 1
.

定理 3 设 A ( 。 )
,

丑 k

( 。 )
,

M ( 。 )分 别是 由

( 7) 和 ( 8) 式定义的矩阵
,

则在定理 1 的条件下
,

矩

阵 M ( 。 )是酉矩阵
.

证明 根据小波的构造定理知
,

仅需证明M (。 )

是酉矩阵
.

在定理 1 的条件下
,

可以验证矩阵

p l ( 。 + 二 。 )

s ( 。 + 7r o ) q `
, ` (。 + 二 o )

0

h ( 。 + 二 。 ) q `
,

` ( 。 + 二 。 )

0

h ( 。 + 二 o ) q l
,

3 ( 。 + 二 o )

0

h ( 。 + 二 o ) p Z (。 + 二 。 )

了
,

’ ( 。 + 二 。 )

一 S ( 。 + 二 o ) p Z ( 。 + 二 o )

矿
,

3 ( 。 + 二 。 )

一 s ( 。 + 二 。 ) p Z ( 。 + 二 。 )

p ` ( 。 + 二 3 )

s ( 。 + 二 3 ) q l
,

` ( 。 + 二 3 )

O

h ( 。 + 汀 3 ) q l
,

1 ( 。 + 二 3 )

0

h ( 。 + 二 3 ) q `
·

3 ( 。 + 二 3 )

0

h ( 。 + 二 3 ) pZ ( 。 + 二 3 )

了
,

` ( 。 + 二 3 )

一 S (。 + 二 3 ) p Z ( 。 + 二 3 )

q Z
,

3 ( 。 + 二 3 )

一 s ( 。 + 二 3 ) p Z ( 。 + 二 3 )

是酉矩阵
.

即 M ( 。 )是酉矩阵
,

从而完成定理 3 的

证明
.

根据定理 1一 3 知
,

A ( 。 )
,

B k ( 。 )
,

k = 1
,

2
,

3 构成一对正交多小波滤波器
,

其中 A ( 。 )为低通

多小波滤波器
,

扩 ( 。 )
,

k = 1
,

2
,

3 为高通多小波

滤波器
.

注释 由于在构造中采用的两尺度符号是下三

角矩阵的形式
,

因此构造出的 2 重尺度函数的第 1

个函数的连续性与所给 的尺度函数的连续性相 同
,

但对第 2 个函数的连续性问题的讨论是很 复杂 的
,

因为影响其连续性的因素较 多
,

主要有如下两个因

素
:

( 1) 原来的尺度函数和小波函数的连续性 ; ( 2)

在构造中引入的两个因子函数
: ( 。 )

,

h( 。 )的性质
.

如何选择恰当的因子函数
: ( 。 )

,

h ( 。 )
,

使所构造

的尺度函数具有较好的连续性是一个有待解决的问

题
.

3 伸缩矩阵为 M =

[: --l
`

」的正交多小波

滤波器的构造

类似第 2 节
,

为叙述方便
,

不妨仍设两尺度矩阵

HG
一

…
胜ì

符号具有形式 A ( 。 ) 二
) 0

) F ( 。 )
.

「1 一 1八
.

知
,

如果它对应于一个伸缩矩阵为 M = {
二 二

}的
` 1 1 日
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2重正交的低通多小波滤波器
,

则它必须满足
:

A ( 。 + 峋 ) A ( 。 + 询 )
`

+ A ( 。 + 7t3 ) A ( 。 + 7t3 )
`

= 1 2

( 9 )

下面 给 出一 种 构 造 A ( 。 ) 的方法
,

即 给 出 构 造

H ( 。 )
,

G ( 。 )
,

F ( 。 )的方法
.

设 少 ( X )
,

i = 1
,

2 是 两个 伸缩矩 阵为 M =

〕
的二维正交尺度函数

,

, ` ( X ,
,

` 一 `
,

2 分
曰11J

I
尸||||ì

别为 笋` ( x )对应的正交小波
,

P ` ( 。 )
,
叮̀ ( 。 )

,

i = 1
,

2 分别为 尹 ( X )
,

少( X )对应的两尺度符号
,

定义一

个下三角矩阵

、 ( 。 , 一

[
P` (。 )

s (。 )。 ` (。 )

0

人 (。 )户 2 (。 )〕 ( 10 )

一 〕
,

、 `
,

` ( 田 1 ,
田 2 )一音〔( 1

一
) + (

一
一 , 田̀ 1

)一 〕
, 、 ` , , (田 1 ,

田 2 )一含〔( ` + · `田 1

, + “

+ · , *。 1

)一」
,

、 1
,

, (田 1 ,
田 2 ) 一

告
「( 1

一
) 一 (一

一 e 一 2 。̀ 1

) e
田̀ 2

]
,

可以验证 户` ,

叮 `
,

是 ,

走 = 1
,

2
,

3 是

伸缩矩阵为 M = 2 1 一组二维正交的 小波滤波器
,

为简单设 P ’ ( 。 1 , 。 2 ) = P Z ( 。 1 , 。 2 )
,

则对应的有

、 ,
,

走( 。 1 , 。 2 ) = 。 2
,

` ( 。 1 , 。 2 )
,

走 = 1
,

2
,

3
,

任取

满足引理 i 条件的
: ( 。 1 , 。 2 )

,

人 ( 。 1 , 。 2 )
,

然后再

应用 ( 7) 和 ( 8) 式可得到一组伸缩矩阵为 M = 21 重

数为 2 的正交多小波滤波器 A ( 。 1 , 。 2 )
,

B 走 ( 。 1 ,

。 2 )
,

掩 = 1
,

2
,

3
,

其中 A ( 。 1 , 。 2 )为正交低通 多

小波滤波器
,

B 无 ( 。 1 , 。 2 )为正交的高通多小波滤波

器
.

定理 4 设
: ( 。 )

,

h ( 。 )为满足引理 1 条件 的

两个函数
,

A ( 。 )为 ( 1 0) 式定义的下三角矩 阵
,

则

厂1 一 1〕
A ( 。 )定义一个伸缩矩阵为 M = l

- 一

}的二重正
匕1 I J

交的低通小波滤波器
,

即 A ( 。 )满足 ( 9) 式
.

定理 S A ( 。 )是 ( 10) 式定义的下三角矩 阵
,

则

矩阵 A ( 0) 有两个特征值
,

其中一个等于 1
,

另一个

特征值为 h ( O )
,

其绝对值小于 1
.

定理 4 和 5 可类似定理 1和 2 的证明方法证明
,

这里省略
.

构造矩 阵 B ( 。 )
,

M ( 。 )分别为

致谢 审稿者的宝贵意见使本文得到 了很大的

改进
,

在此对审稿者深表感谢
.
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,

M ( 。 )分别是 由

( 10 )和 ( n )式定义的矩阵
,

则在定理 5 的条件 下
,

矩阵 M ( 。 )是酉矩 阵
.

换言之
,

A ( 。 )
,

B ( 。 )构成

一对正交多小波滤波器
.

4 构造算例

D a u b e e h ie s 1
.

T e n L e e t u r e o n W a v e le t s C B M S N S F S e r i e s i n A p p l i e d

M
a t h

.

P h i l a d e lp h i a
:
S I A M

,

P u b l
,

19 9 2

aD
u b e e h i e s 1

.

O
r t h o

on
r
m a l ba s i s o f e o m p a e t ly s u p卯
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